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Um corpo a temperatura Ti está inserido 
num banho do líquido a T∞. Sólido passa 
súbita mudança no ambiente térmico.

Ėent−Ėsai=Ėacu

Definindo o excesso de temperatura

ρV c
h As

d θ
dt
=−θ

Balanço da energia global no sólido:
Energia retirada pela convecção = variação 
da energia acumulada no corpo

−h As(T ( t )−T∞ )=ρV c
dT ( t )

dt

θ≡T ( t )−T∞

Verificando que d θ
dt
= dT

dt

Método da capacitância global
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Separando as variáveis e integrando

ρV c
h As

∫
θi

θ
d θ
θ =−∫

0

t

dt

θi=T i−T∞

θ
θi
= T−T∞

T i−T∞
=exp[− h As

ρV c
t ]

Método da capacitância global

ρV c
h As

d θ
dt
=−θ



  4/40

R
t
 – é a resistência a transferência de calor por convecção

C
t
 – é a capacitância térmica global

1/e =1 / 2,7181 =0.368

θ
θi
= T−T∞

T i−T∞
=exp[−( h A s

ρV c )t ]=e
− t
τ t

τt=( 1
h A s

)(ρV c)=R t C t

Energia total transferida Q=∫
0

t

q dt=h As∫
0

t

θdt

Q=(ρV c)θi
(1−e

− t
τt )

τ
t
 – constante de tempo térmica 

Método da capacitância global



  5/40

Validade do método da capacitância global
Balanço de energia na superfície: energia provida  
pela condução e retirada pela convecção da 
superfície

qcond=qconv

Número adimensional de Biot – fornece  uma medida da queda 
de temperatura no sólido em relação à diferença de temperatura 
entre a superfície e o fluido.

T∞<T s ,2<T s ,1

kA
L
(T s ,1−T s ,2)=hA (T s ,2−T∞)

T s ,1−T s ,2

T s ,2−T∞
= hA

kA /L
= L /kA

1/hA
=

Rcond

Rconv

=hL
k
≡Bi

Jean-Baptiste Biot
1774 - 1862
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O erro do método é pequeno quando 
for satisfeito o critério de validade

T∞<T i

Bi=
hLc

k
<0 ,1

Bi << 1 – a resistência a condução térmica é 
bem menor que a resistência à convecção. 
Os gradientes pequenos da temperatura no 
interior do corpo.

L
c
 – é o comprimento característico: 

Lc= V/A
s 
(volume / área superficial)

θ
θi

=exp [−(Bi⋅Fo)]h A s t

ρV c
= ht
ρLc c

=
h Lc

k
k
ρc

t

Lc
2
=

h Lc

k
α t

Lc
2
=Bi⋅Fo

O tempo adimensional é o número de Fourier: Fo=α t

Lc
2

Validade do método da capacitância global

θ
θi

=exp[−( h A s

ρV c)t]
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Problema
Uma junta esférica de termopar usada para medir a temperatura de fluxo de gás. O 
coeficiente convectivo entre a superfície da junta e o gás é h = 400 W/(m2 K), k = 20 
W/(m K), c = 400 J/(kg K) e ρ = 8500 kg/m3.

• Determinar o diâmetro que a junta deve ter para que o termopar tenha uma 
constante de tempo de 1 s.

• Se a junta está a 25°C e encontra-se posicionada em uma corrente de gás a 200°C, 
quanto tempo será necessário para a junta alcançar 199°C? 
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Problema

Primeiramente achamos o diâmetro e depois 
verificamos se o critério Bi<0.1 é satisfeito

τ t=( 1
h A s
)(ρ V c)=( 1

h π D2)(ρ c π D3

6 )= ρ c D
6 h

D=
6 h τ t

ρ c
= 6×400×1

8500×400
=7.1×10−4 m

L=V
A
=D

6
= r

3

Comprimento característico

Bi=hL
k
=400 7.1×10−4

6×20
=2.4×10−3

Bi < 0.1 → condição satisfeita

θ
θi

= T−T∞

T i−T∞
=exp[−( h A s

ρ V c)t]
t= ρ V c

h A s

ln(T i−T∞

T−T∞
)= ρ D c

6 h
ln(T i−T∞

T−T∞
)

t=8500×7.1×10−4×400
6×400

ln( 25−200
199−200)=5.2s≈5 τ t

Tempo para alcançar 199°C
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Analise geral
Caso geral:
Elemento sólido 
Geração de calor
Convecção
Convecção + Radiação
Vizinhança

q s
' ' As ,h+ Ėg−(qconv

' ' +qrad
' ' )A s(c , r )=ρV c

dT
dt

Vizinhança

q s
' ' As ,h+ Ėg−[h(T−T∞)+εσ(T

4−T viz
4 )]A s(c ,r)=ρV c

dT
dt

Uma equação diferencial ordinária não linear de 
primeira ordem, não homogênea e não pode ser 
resolvida analiticamente.
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Analise geral: caso somente radiação
Valor da convecção é bem menor da radiação.

−εσ(T 4−T viz
4 )A s (c ,r )=ρV c

dT
dt

−
εσ As(c ,r)

ρV c ∫
0

t

dt=∫
T i

T
dT

T 4−T viz
4

t=−
ρV c

4εσ A s(c , r )T viz
4 (ln|T viz+T

T viz−T |−ln|T viz+T i

T viz−T i
|+2[ tan−1( T

T viz
)−tan−1( T i

T viz
)])

Caso Tviz = 0 (radiação para o espaço infinito)

t=− ρV c
3εσ As(c ,r ) ( 1

T 3
− 1

T i
3 )

O tempo para alcançar a temperatura T 
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Analise geral: caso radiação desprezível
Valor da convecção é bem maior da radiação.

Introduzindo

ρ V c dT
dt
=qs

' ' A s ,h+ Ėg−h(T−T∞) A s(c ,r)

θ≡T−T∞

dθ
dt
+aθ−b=0 a=

h As , c

ρV c b=
qs

' ' A s , h+ Ė g

ρV c

Eliminamos não homogeneidade fazendo a transformação

θ '≡θ−b
a

dθ '
dt

+aθ '=0
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Analise geral: caso radiação desprezível
Separando as variáveis

dθ '
θ '

=−a dt

T−T∞−
b
a

T i−T∞−
b
a

=exp (−at )

T−T∞

T i−T∞
=exp(−at )+ b /a

T i−T∞
(1−exp (−at))

Para t→ ∞

T−T∞=
b
a
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Efeitos espacias: Numero do Biot grande

CC

T (x ,0)=T i

∂2T

∂ x2=
1
α
∂T
∂ t

dT
dx |x=0

=0

−k
dT
dx |x=L

=h(T (L ,t )−T∞)

T=T (x , t ,T i ,T∞ , L , k ,α , h)
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Efeitos espacias: Numero do Biot grande
Adimensionalização:  agrupamento em grupos apropriados

θ≡T−T∞

θi≡T i−T ∞

Excesso da temperatura

A diferença máxima

θ*≡ θ
θi
= T−T ∞

T i−T∞
0≤θ*≤1

Coordenada espacial adimensional

x*≡ x
L

Tempo adimensional

t*≡α t

L2
=Fo
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Efeitos espacias: Numero do Biot grande
Equação de calor em variáveis adimensionais

CC θ*(x* ,0)=1

∂2θ*

∂ x* 2=
∂θ*

∂ Fo

d θ*

dx* |
x=0

=0

d θ*

dx* |
x*=1

=−Biθ*(1 , Fo)

θ*= f (x* , Fo , Bi)

CC

T (x ,0)=T i

∂2T

∂ x2=
1
α
∂T
∂ t

dT
dx |x=0

=0

−k
dT
dx |x=L

=h (T (L ,t )−T∞)

T=T (x , t ,T i ,T∞ , L , k ,α , h)

Bi≡ hL
k

Para uma dada geometria a distribuição 
transiente da temperatura é uma função de 
coordenada adimensional e números Fo e Bi  
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Parede plana com convecção
Aplica-se para o caso de espessura pequena enquanto a 
altura e largura são grandes

θ *=∑
n=1

∞

Cn exp(−ζ n
2 Fo)cos(ζ n x*)

Cn=
4 sinζ n

2ζ n+sin (2ζ n)

ζ n tanζ n=Bi

No caso Fo > 0.2 a equação pode ser aproximada pelo 
primeiro termo da série, n = 1.

θ*=θ0
* cos(ζ 1 x*)

θ0
*=

T 0−T∞

T i−T∞
=C1 exp(−ζ 1

2 Fo) - Temperatura no plano central x=0

Temperatura em qualquer posição varia igualmente a temperatura no plano central

ζn são autovalores
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Parede plana com convecção: Transferência total de energia

Energia interna inicial

Q=−Δ Ėacu=−[E (t)−E (0)] Q=−∫ ρ c (T (x , t )−T i)dV

Q0=ρc V (T i−T∞)

Q
Q0

=∫−T (x , t )−T i

T i−T∞

dV
V
= 1

V
∫(1−θ*)dV

Q
Q0

=1−
sin ζ1

ζ1
θ0

*

Ėent−Ėsai=Δ Ėacu Ėent=0 Ėsai=QAssumindo:

Utilizando a forma aproximada,                                , a integração resulta emθ*=θ0
* cos(ζ 1 x*)
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Soluções aproximadas para cilindro e esfera
Para casos Fo > 0.2

θ*=θ0
* J0(ζ1 r*)

θ0
*=C1 exp (−ζ1

2 Fo)

θ*=θ0
* 1

ζ1 r*
sin (ζ1 r*)

θ0
*=C1 exp (−ζ1

2 Fo)

Cilindro

Esfera



  20/40

Exemplo
Considere um oleoduto de aço (AISI 1010) com 1 m de diâmetro e espessura de parede de 40 
mm. O oleoduto é muito bem isolado pelo seu lado externo e, antes do início do escoamento do 
fluído, suas paredes estão a uma temperatura uniforme de -20 °C. Com o início do escoamento, 
óleo quente a 60 °C é bombeado através do oleoduto, gerando na superfície interna do duto 
condições convectivas correspondente a um h = 500 W/m2·K.
1. Quais são os valores dos números  de Biot e Fourier apropriados 8 min após o início do 
escoamento?
2. Em t = 8 min, qual é a temperatura da superfície externa do duto coberta pelo isolamento?
3. Qual é o fluxo térmico q” (W/m2) do óleo para o duto em t = 8 min?
4. Qual é a quantidade total de energia, por metro linear do duto, que foi transferida do óleo 
para o duto em t = 8 min?
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Exemplo

Propriedades da Tabela A.1, AISI 1010 para T 
= (-20+60)/2 = 293 K ≈ 300K:
ρ = 7832 kg/m3

c = 434 J/kg·K 
k = 63.9 W/m·K 
α = 18.8 × 10-6 m2/s.
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Exemplo

Bi=hL
k
=500×0 ,04

63.9
=0.313

Fo=α t
L2=

18.8×10−6×8×60
0.042 =5.64

Bi > 0.1 o método da capacitância global é inapropriado 

Fo > 0.2,  O diâmetro D é bem maior da espessura δ e a 
parede externa com isolamento 
→ aproximação de parede plana
→ aproximação pelo primeiro termo
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Exemplo

θ0
*=

T 0−T∞

T i−T∞
=C1 exp(−ζ1

2 Fo)

C1=1.047 ζ 1=0.531Para Bi = 0.313

θ0
*=1.047exp (−0.5312×5.64)=0.214

T 0(8 min)=T∞+θ0
*(T i−T∞)

Temperatura na superfície externa (isolada)

T 0(8 min)=60+0.214 (−20−60)=42.9 C
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Exemplo

qx
' ' (L ,t)≡qL

' '=h(T (L ,t)−T∞)

T (L ,t)=T∞+(T i−T∞)θ0
* cos(ζ 1)

T (L , 480)=60+(−20−60)0.214 cos(0.531)=45.2C

qL
' '=500(45.2−60)=−7400 W/m2

O fluxo térmico q” (W/m2) do óleo para o duto 
em instante t = 8 min?

Usamos a solução para temperatura na superfície 
interna (x*=1) do duto

θ*=θ0
* cos(ζ 1 x*)=θ0

* cos(ζ 1)
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Exemplo
A quantidade total de energia, por metro linear do 
duto, que foi transferida do óleo para o duto em t = 
8 min?

Q
Q0

=1−
sin ζ1

ζ1
θ0

*=1−sin 0.531
0.531

0.214=0.8

Q'=0.8ρcV (T i−T∞)=0.8ρc πD L(T i−T∞)

Q'=0.8×7832×434×π×1×0.04 (−20−60)

Q'=−1.37×107 J/m
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O sólido semi-infinito
Números de Fourier pequenos < 0.2 

η≡ x

√4α t

A variável similar, η, é aquela que envolve duas variáveis independentes (x, t) e permite 
transformar EDP em EDO em termos de uma variável similar

∂T
∂ x

=d T
dη

∂η
∂ x

= 1

√4α t
d T
d η

∂2T

∂ x2=
d

d η [ ∂T
∂ x ] ∂ η∂ x

= 1
4α t

d2 T

dη2

∂T
∂ t

= d T
dη

∂η
∂ t

=− x
2 t √4α t

d T
dη

=− η
2 t

d T
dη

d2 T

dη2=−2η d T
dη

T (η=0)=T s

T (η→∞)=T i

d (dT /dη)
(dT /dη)

=−2ηdη
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O sólido semi-infinito: temperatura

T (η→∞)=T i

d (dT /d η)
(dT /d η)

=−2ηd η

ln(dT /d η)=−η2+C '1

dT
d η

=C1 exp(−η2)

T=C1∫
0

η

exp(−u2)du+C2

T (η=0)=T s

T=C1∫
0

η

exp(−u2)du+T s

T i=C1∫
0

∞

exp(−u2)du+T s

T i=C1
√π
2
+T s

C1=
2(T i−T s)

√π

T−T s

T i−T s

= 2

√π
∫
0

η

exp(−u2)du≡erf (η)
C2=T s

erf (η) - função erro de Gauss
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O sólido semi-infinito: fluxo de calor

√kρc é a efusividade térmica

α= k
ρc

qs
' '=−k

∂T
∂ x |x=0

=−k (T i−T s)
d (erfη)

d η
∂η
∂ x|η=0

qs
' '=k (T s−T i)

2
√π exp(−η2) 1

√4α t|η=0

qs
' '=

k (T s−T i)
√πα t

= √k ρc

√π t
(T s−T i)

T−T s

T i−T s

= 2
√π∫

0

η

exp(−u2)du≡erf (η)
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Soluções analíticas: casos CC
Temperatura na superfície é constante

Fluxo térmico na superfície é constante

T (x , t )−T s

T i−T s

=erf( x
2√α t )

qs
' '=

k (T s−T i)
√πα t

T (0 , t)=T s

qs
' '=q0

' '

T (x ,t )−T i=
2 q0

' '

k √α t
π exp(− x2

4α t )−q0
' ' x

k
erfc( x

2√α t )
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Soluções analíticas: casos CC

Convecção na superfície

T (x , t )−T i

T∞−T i

=erfc ( x
2√α t )−[exp( hx

k
+ h2α t

k2 )] [erfc ( x
2√α t

+ h√α t
k )]

−k
∂T
∂ x |x=0

=h(T∞−T (0 , t))
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Soluções analíticas: casos CC
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Dois sólidos semi-infinitos

m≡√kρcEfusividade térmica                         desempenha um papel de fator de 
ponderação que determina se Ts se aproxima mais de TA(mA>mB) ou de 
TB(mB>mA) 

qs , A
' ' =qs , B

' '

−k A(T s−T A , i)

√παA t
=

k B(T s−T B , i)

√παB t

T s=
√k AρA c A T A , i+√k BρB cB T B ,i

√k AρA cA+√k BρB cB
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Métodos de Diferenças Finitas

Aplicamos a diferença central para as derivadas espaciais com índices (m, n).
Discretização no tempo com índice p, utilizando o método explícito

Método Explícito

1
α
∂T
∂ t

=∂2 T

∂ x2 +
∂2 T

∂ y2

t=pΔ t

∂T
∂ t

≈
T m , n

p+1−T m, n
p

Δ t
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Métodos de Diferenças Finitas

Para sistema unidimensional

1
α

T m , n
p+1−T m, n

p

Δ t
=

T m−1 , n
p −2T m ,n

p +T m+1 , n
p

(Δ x)2
+

T m ,n−1
p −2T m, n

p +T m ,n+1
p

(Δ y)2

T m ,n
p+1=Fo(T m−1 , n

p +T m+1 ,n
p +T m , n−1

p +T m ,n+1
p )+(1−4 Fo)T m , n

p

T m
p+1=Fo(T m−1

p +T m+1
p )+(1−2 Fo)T m

p

Fo= α Δ t
(Δ x)2Δ x=Δ y
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Critérios de estabilidade

● A acurácia da solução pode ser melhorada, diminuindo Δx e Δt
● O tempo de computação aumenta com a diminuição de Δx e Δt
● A escolha de Δx normalmente se baseia num compromisso entre precisão e 

requisitos computacionais
● O valor de Δt não pode ser escolhido independentemente e determinado pelas 

exigências da estabilidade 
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Critérios de estabilidade

Para sistema unidimensional

Para sistema bidimensional

T m
p+1=Fo(T m−1

p +T m+1
p )+(1−2 Fo)T m

p

T m ,n
p+1=Fo(T m−1 , n

p +T m+1 ,n
p +T m , n−1

p +T m ,n+1
p )+(1−4 Fo)T m , n

p

Fo≤1
2

Fo≤1
4

O critério de estabilidade é determinado pela exigência de que o coeficiente 
associado aos termos envolvendo            seja maior ou igual a zeroT m ,n

p
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Uso de balanço de energia

Consideramos que todos os fluxos 
de calor estão no sentido do nó

Reconhecendo

E in+Eg=Est

hA (T∞−T 0
p)+ kA

Δ x
(T 1

p−T 0
p)=ρc A

Δ x
2

T 0
p+1−T 0

p

Δ t

T 0
p+1= 2 hΔ t

ρ cΔ x
(T ∞−T 0

p)+ 2αΔ t

Δ x2
(T 1

p−T 0
p)+T 0

p

2 hΔ t
ρc Δ x

=2
hΔ x

k
αΔ t

Δ x2
=2 Bi Fo α= k

ρc
Bi= hΔ x

k

T 0
p+1=2 Fo (T 1

p+Bi T∞)+(1−2 Fo−2 Bi Fo)T 0
p

Fo=αΔ t

Δ x2
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Critério de estabilidade

Como Bi>=0 → este critério é mais rígido

T 0
p+1=2 Fo (T 1

p+Bi T∞)+(1−2 Fo−2 Bi Fo)T 0
p

1−2 Fo−2 Bi Fo≥0

Fo (1+Bi)≤1
2
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Critério de estabilidadeFormulas - 
imagem
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Método Implícito

Do balanço de energia para o ponto nodal na superfície

Para o ponto nodal inferior

1
α

T m , n
p+1−T m, n

p

Δ t
=

T m−1 , n
p+1 −2T m ,n

p+1+T m+1 , n
p+1

(Δ x)2
+

T m , n−1
p+1 −2T m, n

p+1+T m , n+1
p+1

(Δ y )2

Δ x=Δ y

(1+4 Fo)T m , n
p+1−Fo(T m−1 ,n

p+1 +T m+1 , n
p+1 +T m, n−1

p+1 +T m , n+1
p+1 )=T m , n

p+1

(1+2 Fo+2 Bi Fo)T 0
p+1−2 Fo T1

p+1=2 Fo BiT∞+T 0
p

(1+2 Fo)T m
p+1−Fo(T m−1

p+1 +T m+1
p+1 )=T 0

p
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