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Condug¢ao bidimensional

T,— T q" =g, +jq,

I:lf;:

Isotherms
I

Heat flow
lines

| snth erm

Isoterma — linha com 7= const
Linhas de fluxo de calor (adiabatas) — linhas perpendiculares as isotermas

Nenhum calor pode ser transferido por condugdo cruzando uma linha de fluxo de calor
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Objetivos

- Determinar a distribuicao da temperatura no meio

Para condi¢des bidimensionais, em regime estacionario, sem geracao de
calor e com condutividade térmica constante

2 2
2 1; + 0 1; =0 Derivadas parciais!!!
O X O y

- Determinar os componentes do fluxo térmico

M¢étodos: exato - analitico, aproximados - grafico e numérico (diferencas finitas,

elementos finitos ou elementos de contorno)
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M¢étodo analitico

Trés lados de uma placa retangular fina ou de y

uma haste retangular longa sao mantidos a uma t B T3, 8 =1
temperatura constante 7', enquanto o quarto lado "

¢ mantido a uma temperatura constante 7># 7.

Assumindo que a transferéncia de calor € r.,0=0— Ttx, y) L 7.,6=0

desprezivel das superficies da placa ou nas
extremidades da haste, os gradientes de
temperatura normais ao plano x—y podem ser |
negligenciados e a transferéncia de calor por % L L
conducao ocorre principalmente nos €1xos x € y. Ty 6= 8

o°'T o0°T _
2+ 2_0
ox 0Oy
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CC:

M¢étodo analitico

- Tr-T, 0° 9 o°0 —0
T,-T, o x° Gy

0(0,y)=0 0(x,0)=0

0(L,y)=0 0(x,W)=1

Supomos que a solucao pode ser escrita
como um produto

0(x,y)=X(x)Y(y)

ldX 1dY_>\2
X dxX Y dy’

A°>0

d’° X
d x

X

T —dg, 8 =1

TI,QZO—' T(x,y) '_TI,QZO

+A°X=0

Y ay=o0

Tl’ 920
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EX s Método analitico
~+A " X=0
d x
d’y 2 ; T, 60=1
E MY =0 W
X=C,cosAx+C,sin A x
T, 0 =0— T(x, y) T 8= 0

—A A
Y=C,e ""+C,e"’

9:(C1c057\x+Czsin7\x)(CSe_”+C4€”)

OO L L—Il-)(
CC: O(O,y)zo — Clzo T,,06=0
0(x,00=0 — C,sinAx(C,+C,)=0 — C,=—C,

Caso (; = 0 resulta em 0(x,y) = 0 que nao satisfaz O(x,W) =1
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M¢étodo analitico

CC: = y
8<L’y) 0 T ‘,_T2’9:1
C,C,sinAL(e "’ —e")=0 "
A="T n=1,2,3,..
L Ty, 6 =0 — T(x, y) —T;, =0
n = 0 descartado pois resulta em 8(x,y) =0
_nmy  nny 05— —>x
. NMX F;
0=C,C,sin T (e " —e ) < LTl,Q:O
9:Cnsinnnxsinhnny
L
0 (x , y)= e -sin nzx sinh ™. 2)/ Superposicao das solucoes
n=1
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M¢étodo analitico

Para determinar C, utilizamos a condi¢cao contorna

B(x,W)=1= > Cnsinnﬂx
n=1 L

sinh
Funcgdes ortogonais gi(x), g2(x), g3(x), ... no intervaloa < x < b fgm (x) gn(x) dx=0
Qualquer fun¢do f(x) pode ser representada em termos gn(x) f(X) =2 Ag, (X)

Os coeficientes A, podem ser determinados pela multiplicagdo de cada lado por gm(x)

If(x)gn(x)dx=1g,(x) X A,g,(x)dx ) _zf(X)gn(X)dx
I7(x)g,(x)dx=A,] g, (x)dx " Tg(x)dx
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Método anahtlco

nXx
fsm—dx

: 0 L 7 (—1)"1+1
Escolhendo fix)=1¢ gn(x):smnnx A=+ :_( )
L . 2N X T n
[sin“——=dx
0 L
iz )n+1 1 . nnx ., nuW
— sin sinh T
n=1 I " g=1
2[(—=1)""! 0.7
C”: [( 1) +1] 0.5
. hmIW
TLnsin —
Ty ) )
8(x. y) & ( 1>n+1+1sinnnx sinh T 6=0 2 oo
RENE Y= n L .. nnW
sinh - !
L 0
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Equacoes de diferencas finitas

- T N .
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Rede nodal

Em métodos numéricos as solucdes sao
determinados em pontos discretos

Primeira etapa — selecdo destes pontos (ponto

nodal ou no) [

Rede ou Grade ou Malha ¢ uma agregacao /

dos pontos | A .

As posicoes x e y sao 1dentificados pelos

indices m e n, respectivamente

Cada no representa determinada regiao ¢ a
sua temperatura € uma temperatura meédia da
regido

el

m+1,n

m-1,n
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T °T Equacao de calor

+ =0
ox° 8y2
or| ot
82TN O X m+%,n o0 X m—%,n
axz A X
oT Tm+1 n_Tm n oT Tm n_Tm—l n
ol — : : il —_m m+ 1
O X m+%,n A Xx OX|m-1n A Xx
oT T —2T T, .1
ox’ (Ax)*
) Ax=Ay
a T ~ Tm’n_l_ZTm’n+Tm’n+1 Tm,n 1+Tm n+1 Tm—l,n+Tm+1,n_4Tm,n:O

ayz (Ay)2 12/31



Equacao de calor: método do balanco de energia

Usado em problemas envolvendo = Jp—#
* multiplos materiais,
m, n- + 1
* presenca de fontes de calor ,l,
* Superficies expostas que nao estejam no direcao Ay iy | _T
de um eixo do sistema coordenado L ! |
® _;..: ® le— @ Ay
Aplica-se conservacdo da energia em um volume m-Lln, mn | m+ln l
de controle no entorno da regidao nodal - _T_ o =
Assume-se que todos os fluxos térmicos estao %@
dirigidos para dentro do ponto nodal s
Eent+E _O 4 |...|_ Ax _h|
Z q +q (Ax-Ay-1)=0
i=1 13/31
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Equacao de calor: método do balanco de energia

Consideramos que a transferéncia por conducao = Jp—#
ocorre exclusivamente ao longo das faixas que
estdo orientadas nas direcoes x e y. m, 1
q k(Ay 1) m—l,n_Tm,n j l
(m—1,n)>(m,n) A X ¥ | | T
1 —T L : : A
m+1,n m,n e ® l— @ 15
Q(m+1,n)(m,n) = k<Ay 1) A X m-1,n : mn | m+1n
| | l
Tyns~ Lo | 4 -
q(m n—1)=(m n)_k<AX 1) ) Aly ) I
mn-1
—T
— m,n+1 m,n
q(m n+1)=>(m n)_k(AX 1) Ay g Ax _——
q(Ax)
Tm,n—1+Tm,n+1+Tm—l,n+Tm+1 n k _4Tm,n:O 14/31




Equacao de calor: método do balanco de energia

Tratamento dos contornos

T _T //.#H-— im,n+1 T\
m—1,n m,n
q(m—l,n) >(m,n)— k(Ay 1) A x &ffcond T
I______'I
Tm n+1_Tm n | L ff.:[md
im oo tm =k (A1) =2 ) |
(m,n+1)=>(m,n) Ay fmd, 'E‘f‘; m+1 .
A Tm+ n_Tm n , SN LTIV
Q(m+1,n)>(m n)_k( yl -
2 A X 4cond T, h
A x Tm . _Tmn ®m,n— 1
q(m n—1)->(m,n) k 2 -1 ’ Aly ’ \
—h|AX 4 (T,—T,,,)+h Ay 4 1(T—T,,) ~—Ax—
q(oo)%(m,n)_ 2 7 X
A x Ay Tm—l n+Tm n+1+l<Tm,n 1+Tm+1,n)+hAX Too_ 3+hAX Tm,n_O
2 k k 15/31




m,

H'l

m-1n

#i, M
: m+ 1, n Tm,n_1+T
dL__|

+T +T

m,n+1 m—1,n m+1,n

—4T, =0

— Ponto nodal interior

iy T hA x hA x
S 2<Tm—1,n+Tm,n+1)+(Tm,n—1+Tm+1,n)+2 k TOO_2(3+ Tm,n:O
m=1n : . ,Ji L7
AEREE Ponto nodal em um vértice interno com convecgao
l mon=1
T o+ 1
T hAXx hAXx
1 1
m 1l.,_. Em'”: — (2T'm—l,n-|-T'm,n+1+Tm,n—l)-l-2 T00_2 2+ Tm,n:O
| pp— )
o Ponto nodal em uma superficie plana com convecgdo
l— A —s
i1, __ T .. h
NG hAx hA x
o =T (Tm—l,n+Tm,n—1)+2 TOO_2 1+ Tm,n:O
l o, n 1 k k
F— Ay —=
1 e 1 Ponto nodal em um vértice externo com convecgao
Av | - h I "
: 1 q AX _
J : ”'-”:‘_ﬂ, (2Tm—l,n+Tm,n+1+Tm,n—1)+2TToo_4Tm,n_O
m i, R 1 |1_ , . , . .
R P Ponto nodal em uma superficie plana com fluxo térmico umfo%l/e31
mh J.




Equacao de calor: método do resisténcia térmica

Tm—l,n_Tm,n
q(m—l,n) >(m,n)— k(A.y 1) A x
Tm 1n_Tm,n_Tm—1 n_Tm,n
q(m 1,n)>(m,n)— A x — R ]
k(Ay-1)
A X A
() (m. =N 71 (T,~T,.,)*h Zy )(T ~T,.,)
T, —T

0 m,n

(g apal)]

q(oo)—)(m,n)_
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Equacao de calor: método do resisténcia térmica

Exemplo: Interface que separa dois

Ax
materiais diferentes e é caracterizada por | l’: ______ b.‘,
uma resistencia de contato T ! :
A | {m,-nj : Material A
[ | ke
' !
Tm n_ Tm n—1 —I.-_-_-_-_-_-_-.——!' —————— - R
— ’ ’ L
q(m,n)—)(m,n—l) R " I ;
total b tnon=1) I
. Ay b : Material B
al — I
“ka(Ax1) Ax-1 kg(Ax-1) i® .
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Resolucao das equacoes diferenciais finitas

Seja um sistema composto de N equacOes com N temperaturas desconhecidas

Identificamos os pontos nodais por um tnico numero inteiro subscrito, em vez de
um indice duplo (m, n)

Formamos um sistema das equacoes lineares

a,T'+a,T,+...+a,,T,=C,
a,, T ,+a,, T,+..+a,,T,=C,

Ay, T+ay, T+...+ayTy=Cy
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Resolucao das equacoes diferenciais finitas

[A][T]=[C]
a;; dj an T, C,
A=| 0 dp d;y T=|T, c=|C,
Ay, Ay Any Ty Cn

A — matriz de coeficientes
T — vetor solucao
C — vetor do lado direito
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Acuracia da solucao

Substituir a solucdo na equagao do balango de energia. Se resultado fica fora
da grau de precisao — verificar as equacoes

Resultado depende do espacamento finito (Ax, Ay). Quando menor
espacamento — melhor o resultado, entretanto uma reducao por metade
quadruplica o nimero de nos.

Comparagao com solugao exata
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Problema

Um dos principais objetivos no avango das tecnologias de motores de turbina a gas
é aumentar o limite de temperatura associado a operacao das pas da turbina a gas.
Este limite determina a temperatura admissivel de entrada do gas da turbina, que,
por sua vez, influencia fortemente o desempenho geral do sistema.

Além de fabricar pas de turbina a partir de superligas especiais de alta resisténcia e
alta temperatura, é comum usar resfriamento interno usinando canais de fluxo
dentro das pas e direcionando o ar através dos canais. Desejamos avaliar o efeito de
tal esquema aproximando a pa por um solido retangular com canais retangulares. A
pa, com condutividade térmica de k = 25 W/m-K, tem espessura de 6 mm. Cada
canal possui uma secdo transversal retangular de 2 mm X 6 mm e ha um
espacamento de 4 mm entre canais adjacentes.

Sob condicbes de operacdo nas quais h. = 1000 W/m*-K, T.. =1700 K, h; =200
W/m?*-K e T.;=400 K, determine o campo de temperatura na pa da turbina e a taxa
de transferéncia de calor por unidade de comprimento para o canal.
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F s . -
'[:umla]: :;IDII} Fooche Al[r cha;mal
C g ).

i oot T
| | k=25W/m-K
i l Z h. = 1000 W/m*-K,

T 32 mm i / T..=1700 K,
e | | V4 e — h; =200 W/m?*-K
6mm | — T - T..;=400 K
f————sfe—— 6 mMmM——>
A om 6 mm |
¥ e — N | Turbine blade, k
ases —> Lok
e
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1 2 3 4 5 6
[ | I | |
___:..__.__:__-__l == Ay=1 mm
|
| I I I
7+ ) 8, Lol dol i) :1zt¢
Symmet | ! 1
;diabatryﬁ I____Jl'"”"-'"r'"“""I :'_'I Symmetry
13 14, 115 116] 17| 118! adiabat
¢ i ¢ @ & T
|
= K—
i I Tmlf!hf
19, 120, . 21]
Ax= | \
1 mm Symmetry
adiabat
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T

0, e

e _—hAx r— _
Tot Ty = (2475 =) Ti=— = T g7, h, —(2+he£X)T1+T2+T7= =
1‘ 2 3 4 5 ﬁi\
e % @ & > X
i | | > |
|
| I I I
7+ : 8, : o, 1o, 11, 112 '
Symmetry I :
— - =
adiabat 1 ":' : :— -| Symmetry
13 14 ! 15 16 (A 18 adiabat
¢ @ i ® i & T
I
=i —_—
i I T in B
19| 120, 21}
P
1 mm Symmetry
adiabat
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h,A x —2hA _
T+ T 42Ty =2(24 = — )Ty =— =T, . ) T,—2(2+ 02X 1 L7 o = ZZAXTM

1 6

o 2@: ® | .. e

___:___.__:__-__l == Ay=1 mm

|
| I I I
7+ ) 8, Lol dol i) :1zt¢
Symmetry ' ' S
— g— =
adiabat | -:' : :_ -I Symmetry

13 14 115 116/ 17/ 118! adiabat

¢ @ i ® 2 & T

|

=iy p——

! [ Tm.f’ h,-
19l 120, 211

Ax= | :
1 mm Symmetry
adiabat
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P
T,+T,+T,+T,,—4T,=0 {me.n’ h{;}

1| 2 | 3 6
I | I I |
---:--—--——:-----I == Ay=1 mm
|
7y Loy lony gy 112)
1’ ' % — % 2
Symmetry ' ' 1
i ] R e S —— —+  Symmetry
adiabat I : | | '| _
13, 144 115/ 16/ 170 118  adiabat
\J A i
I

|
I
-
I

I

1
I'--i

oo, i1 ¥

Symmetry
adiabat
¥ 27/31
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T+2T,,+T,,—47T,,=0

T+2T,,—4T,,+T ;=0

| 2 3 4 5 6
— ® - o & @ > X
: I | | ' ?
---:--—-——:-----I P Ay =1 mm
| I I
7@ | g/ ' ol 10/ 11l 1129,
Symmetry ' ' |
: i e etk abate il ke ol == Symmetr
adiabat | "Ir : : '| Yd ; y
| adiabat
1%‘) 14- = 15. '16. '17. |18T
|
==t K—
i I T in B
10} _t20) . 21]
P
1 mm Symmetry
adiabat

28/31



B
S, O Q M.r.,.;. %.anﬂanﬂaoa &g
| | w, | ] o o o | | | | |
| —

~ I
> )
A | —
< | nw
[ N = o c o o - o <o o ¥
v _ ~
8 [ o <t (= =W - o oo O —
~ T9 _
< ~ = 3 S o — c oo o o
= +
<+ | o - o - o S o~ % o
| ~ %
| T e + - o o S - % - =
D~ D~
~ | = ~
+2 > =] +2 o o o l..._ulﬂ =]
~ 1< | ~
+ Q = [ B e U LY = = —
- = !
~ + | o — o o o - =
— 2
x [@\
o ) o o o oo O )
)
h+ T2 = o 1.4__.0 o O O - <
N P
— P o o o T oo o o Mo o
_ AT
| 1l |
o= O oo o == [ TN I T o
r—=n [ |
| I I |
| I 1l |
OOWZWW,U;OW —_ o o o S == =
| |

— I I |

02m0x0:0” ¥ o o o oo o o
] 1 |
| I I |
| I Il |
lnumnum”nu;nu” — =RN=1 =I = —— =]
| | |
| I il |
olojolol— = S — o o oo o =
| I T ”
! I I |
ﬂﬂmﬂﬂml;h_.: = - O o c o o <o =
. I
S o= = o| 2o o oo o =
o b ~
| ,” o +
Olﬁ,w:lﬁﬂ = =R o S o o =
! | —
BN ~
— = | —

S ”00 _UA__.D o o o o o
- e e o o SIS o o o o o
_ ~

I~
= +
—_ o
~

29/31



Exemplo

Considere a rede para um sistema bidimensional, sem geracdo volumeétrica interna
de calor, que possui as temperaturas nodais mostradas a seguir. Sendo o
espacamento da malha de 100 mm e a condutividade térmica do material de 50
W/(mK), calcule a taxa de transferéncia de calor na superficie isotérmica (7Ts), por

unidade de comprimento normal a pagina.

Node

-0

+ - + +

=1 2 3
e o

& =
@8
~ O Nk WM

¥ YT Yo,

120235
120.64
121.29
12359
134.57
150.49
147.14

L T, =100°C
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Exemplo

Seja o canal quadrado mostrado na figura, operando
sob condi¢des de regime estacionario. A superficie
interna do canal estd a uma temperatura uniforme de
600 K, enquanto a superficie externa esta exposta a
troca de calor por convec¢ao com um fluido a 300 K
e um coeficiente convectivo de 50 W/(m? K). Com
base em um elemento simétrico do canal, foi
construida uma malha bidimensional e identificados
os seus nos. As temperaturas nos nos 1, 3,6, 8¢9
sao fornecidas.

Partindo de volumes de controle
apropriadamente definidos, deduza as equacdes
de diferencas finitas para os noés 2,4 e 7 e
determine as temperaturas 7z, 75 ¢ 71 (K).

Calcule a taxa de perda de calor por unidade de
comprimento do canal.

T..= 300 K 1
h = 50 W/m* K f

L JpN]
oL

4

,

| /
o 5 6 7
- T ™ /.

' /ﬂr—zin-DDlm

?*/T_’

! T=600 K

L =1 WimeK
T,=430K Ty=T,=600K
T,=394K T, =492K
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