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16-4 Sejam r: X=(1,0,2) +A(2,1,3) e 51 X = (0,1,~1) + (1 ,m,2m). Estude, segundo os valores de m,
a posigéo relativa de re s e obtenha, quando for o caso, uma equacéo geral do plano determina-
do por elas.

16-5 Estude, segundo os valores de me n, a posicao relativa das retas re s. Obtenha, quando for o
caso, uma equagéo geral do plano determinado por elas.

xX=z-2
r X=(1,m0) + A(1,2,1) s
y=nz-1

16-6 Dé condicbes sobre me nparaque asretasre s determinem um plano:
X—y=1 X=-nz+m+n=0
nx—-y-2z+m+1=0 x+y-2nz+11=0

16-7 Mostre que as retas re s determinam um plano z e obtenha uma equacéo geral de 7.

(@r x-1=y=2z s x-1=y=2z

% (b) r: (x—=1)2=(y—3)3=2z/4 s xl2=yl3=(z-4)/4

POSICAO RELATIVA DE RETA E PLANO

Para uma reta » e um plano 7, sdo trés as possibilidades: r estar contida em 7, ou serem
paralelos, ou serem transversais. Neste dltimo caso, a intersecdo de r e v reduz-se a um \nico
ponto; no segundo caso, essa intersegdo € vazia; e para que r esteja contida em 7 € suficiente que
dois de seus pontos, distintos, pertencam a 7z, Caso em que rOm =r.

Para estudar a posigdo relativa de r e 7, utilizaremos o seguinte fato basico: r € transversal a
7 se, e somente se, seu vetor diretor r ndo é paralelo a m (equivalentemente, r é paralela a w ou
estd contida em 70 se, e somente se, 1 ¢ paralelo a 7). Lembremos que, para verificar se r & paralelo
ar, dispomos de dois recursos: tomar um par (u,v) de vetores diretores de 77 e analisar a dependén-
cia linear da tripla (u,v,7) (veja a Definigdo 6-1 (c)), ou aplicar a Proposigdo 14-21.

Dados 7 = (m,n,p) e : ax + by + cz + d = 0, podemos ento estudar a posicdo relativa de re 7
seguindo o roteiro:

o Seam+bn+cp # 0, remsio transversais.

o Seam+bn+cp= 0, renx ndo sdo transversais. Para esclarecer se r estd contida em 7z ou €
paralela a 7, basta escolher um ponto A de r e verificar se ele pertence a 7.

Por outro lado, se (2,v) é um par de vetores diretores de 77, podemos adotar um roteiro alterna-
tivo (veja a Figura 16-2):
o Se (wyv,r) é L1, re m sio transversais.
e Se ([Z,\_;,F) é LD, r e 7t ndo sdo transversais, €, como antes, saberemos se r estd contida em 7z ou
se r e 7 sdo paralelos verificando se um ponto escolhido em » pertence ou nio a 7.

H4 também o “método da intersec@o”, que consiste em determinar N usando os procedi-
mentos do Capitulo 15 e interpretar os resultados obtidos sob o ponto de vista da posicfo relativa.
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Figura 16-2

Estude a posicio relativa de r e 7

x=1+1

@ riqy=1-4 Tx+y—-z+2=0

z=4

) rX=01,1,00+21,-1,1) Tx+y-2=0

2x-y-2z=5

(c) r Tx+y+4z=4

x=3y+2z=0

Resolucdo

(@)

(b)

(©

As equagdes de r mostram que 7 = (1,-1,1) é um vetor diretor de 7, eademtem
coeficientes a = 1, b =1, ¢ = -1, d = 2. Pela Proposi¢io 14-21, r & transversal a 77,
pois

am+bn+cp=11+1--1)+(-1)1==1 =0 4

Se quisermos obter o ponto de intersegdo P, devemos resolver o sistema das equa-
¢oes de r e 7; usando a técnica do 4, chega-se rapidamente a P = (5,-3,4).

Um vetor diretor de 7 é 7 = (1,-1,1) e os coeficientes a, b, ¢ da equacgdo de 7 sdo,
respectivamente, 1, 1, 0. Como

am+bn+cp=11+1(-1)+01=0
r € paralela a 7t ou estd contida em . Tomemos um ponto de r, por exemplo,
A =(1,1,0). Esse ponto verifica a equacdo de 7 e, portanto, r nfio pode ser parale-

la a . Conclusdo: r estd contida em 7. <«

A intersecdio rMzr € o conjunto dos pontos cujas coordenadas satisfazem o sisterna

2x—y—-z=5
x=3y+2z=0
x+y+dz=4

O determinante dos coeficientes,
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2 -1 -1
1 -3 2
1 1 4 ;

¢ diferente de O (seu valor é —30); logo, pelo Teorema de Cramer, a solugdo do |
sistema € tinica, 0 que nos leva a concluir que r € 7T s80 transversais. <«

Se quisermos obter o ponto de intersecio, devemos resolver o sistema. Faga isso, |
para obter P = (3,1,0).

' Estude a posicdo relativa de r e 7.

o - (a) rnX=(111)+A321) 7 X =(1,1,3) + A(1,-1,1) + u(0,1,3)
) rX=(221)+4(330) m X =(1,0,1) + A(1,1,1) + u(0,0,3)
) rnx-2y=3-2z+y=2x-2 X =(1,4,0) + A(1,1,1) + u(2,1,0)
Resolucdo

(a) 7=(3,2,1) é vetor diretor de r; u=(1~11e v =(0,1,3) sdo vetores diretores de .
A tripla (u,v,r) é L, pois

3 2 1
1 -1 1 |=-17#0
0 1 3
Logo, r e 7 sdo transversais. <

(b) r=(3,3,0) é um diretor de r; u=(1,1,1)e v = (0,0,3) sdo diretores de 7. De

3 3 0
1 1 1 |=0
0 0 3

concluimos que (ﬁ,w—z',;) ¢ LD; portanto, r estd contida em 7 ou € paralela a 7.
Tomemos um ponto de r, por exemplo, A = (5,5,1), € verifiquemos se ele pertence
a 7T, isto é, se existem A e u tais que (5,5,1) = (1,0,1) + A(1,1,1) + 1(0,0,3). Essa
igualdade equivale ao sistema incompativel

5=1+4 §
5=4

I=1+A+3u

LTy
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Logo, A ndo pertence a 7o €, portanto, r ¢ paralela a 7. <
(¢) As equagBes de r podem ser escritas sob a forma equivalente
x-3y+2z=3
x+2y-2z=0

Vamos proceder como no Exercicio Resolvido 15-11 (segundo modo) para obter
um vetor diretor de 7.

o Se adotarmos para y o valor 0, o sistema fica

x+2z=3
x=z
e tem por solugdo x =z = 1. Logo, A = (1,0,1) é um ponto de .

o Dando a x o valor 0, obtemos

By+2z=3
2y=2
e, portanto, y=3ez= 6. O ponto B = (0,3,6) pertence a r.

o Um vetor diretor de r é 7 = 4B = (-1,3,5).
Agora, repetimos o que foi feito nos itens (a) e (b): u=(,1,)e v =(2,1,0) sdo
yetores diretores de 7, € (5,17,17) ¢ LI, pois

1 1 1
2 1 0 |=2
-1 3 5
Logo, r e 7 séo transversais. <«

Uma resolucdo alternativa para os trés itens é obter uma equacdo geral de 7 e
proceder como no Exercicio Resolvido 16-2. i

16-8 Estude a posigio relativade rexe, quando forem transversais, obtenha o ponto de intersegao P.
(@) r: X=(1,1,0) + 4(0,1,1) mX-y—-z=2
byrrix-1)2=y=2z m X =(3,0,1) + 4(1,0,1) + u(2,2,0)
. x—y+z=0
(c) r: a: X = (0,1/2,0) + 1(1,-1/2,0) + (0,1,1)
- 2x+y—-z-1=0
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X=-y=1
d) r: X+Yy=2

x—-2y=0
(e) r: X=1(0,0,0) + A(1,4,1) a X=(1,-1,1) + 4(0,1,2) + u(1,-1,0)
f rnx+2)B8=y-1=(z+3)/3 7w 3x—-6y—-z=0

Calcule m para que r seja paralela a m:

rX=01,11+A2m1) m X =(0,0,0) + A(1,2,0) + u(1,0,1)

Calcule m e n para que r esteja contida em 7.
(@) r: X =(n,2,0) + A(2,m,m) o x—-3y+z=1
(b) r: X=(m,3,n) + 4(1,1,n) mnx—ny+mz=1

Para que valores de ma reta r: (x— 1)/m= y/2 = z/m é transversal ao plano 71 X+ my + z=07?

Sejam r: X = (n,2,0) + A(2,m,n) e 7: nx— 3y + z= 1. Usando, em cada caso, a informagdo dada,
obtenha condicdes sobre me n.

(@) re z sao paralelos. (b) re x s&o transversais. (c) resta contida em 7.

Areta t & paralela a Oxz, esta contida em 7: x + 2y — z =2, e € concorrente com s. Obtenha uma
equacdo vetorial de {, nos casos:

(@) s: X=(2,1,1) +1(1,0,2) (b) s0 X=(2,1,1) +1(0,1,1)

Nos itens do Exercicio 16-1 em que re s sdo reversas, obtenha uma equagéo geral do plano que
contém re é paralelo a s.

POSICAO RELATIVA DE PLANOS

As possibilidades para dois planos 7z, € 7T, sdo: serem paralelos distintos, ou paralelos coinci-
dentes (isto é, iguais), ou transversais. Neste Gltimo caso, sua interse¢do é uma reta; no primeiro,
é vazia; e no segundo, um plano (7r,N7T, = 7, = 7T,). Assim, se vocé obtiver, pelos métodos estuda-
dos no Capitulo 15, a intersegdo de 7, € 7,, poderd descrever a sua posic¢do relativa. Vamos procu-
rar agora outros caminhos.

Quando os planos sdo descritos por equagSes na forma geral, podemos obter informacdes
sobre a posigfo relativa analisando os coeficientes dessas equagdes, como veremos na Proposicido
16-4. Para que vocé tenha uma idéia da praticidade do processo, eis alguns exemplos de como se
aplica essa proposi¢ao.

o Osplanos 7: 2x -3y +z-4=0em;: 6x-9y + 3z~ 12 = 0 sdo iguais, porque os coeficientes
2.-3,1,-4 e 6,-9,3,~12 sdo proporcionais.

o Qs planos r;: 2x -3y +z—4=0em,;: 6x-9y +3z+5=0sd0 paralelos distintos, porque 0s
coeficientes 2,-3,1 e 6,-9,3 sdo proporcionais, mas os termos independentes, —4 e 5, néo estdo
na mesma proporgéo.




