Calculo Diferencial e Integral 111
Resolucao Comentada da Prova P2

Questao 1

A eficiéncia de remoc¢ao de matéria organica é dada por uma funcao de duas varidveis

E =E(T,p),

onde T representa a temperatura da dgua e p representa o pH.
O ponto de linearizacao é

(To, po) = (25, 7).
Observando a tabela, verificamos que
E(25,7) = 90.

Para construir a aproximacao linear precisamos determinar as derivadas parciais de ' em
relagao a temperatura e ao pH.

Calculo de E7(25,7)

Utilizando a aproximacao por diferencas centrais,

E(26,7) — E(24,7)

Er(25,7) ~ 56 — o4

Da tabela,

E(26,7) =92
e

E(24,7) = 88.
Logo,

92 — 88
Er(25,7) = 5 = 2.

Isso significa que, proximo ao ponto considerado, um aumento de 1°C' provoca aproxima-
damente um aumento de 2% na eficiéncia de remogao.



Calculo de E,(25,7)

Agora utilizamos novamente diferengas centrais:

E(25,7.5) — E(25,6.5)

Ep(25,7) ~ 75-65
Da tabela,
E(25,7.5) =93
€
E(25,6.5) = 87.
Assim,
E,(25,7) = 93 I 57 6.

Portanto, proximo do ponto considerado, um aumento de uma unidade de pH aumenta a
eficiéncia em aproximadamente 6%.

Construcao da aproximacao linear

A férmula da aproximacao linear para uma fun¢ao de duas variaveis é

L(T,p) = E(Tb, po) + Er(To, po)(T — Ty) + Ep(Th, po)(p — po)-

Substituindo os valores encontrados:

L(T,p) = 90+ 2(T — 25) + 6(p — 7).

Portanto,

L(T,p) =90+ 2(T — 25) + 6(p — 7)

Estimativa solicitada

Substituindo
T =254
e
p="72,
temos

L(25.4,7.2) = 90 4 2(0.4) + 6(0.2).

Efetuando os célculos,



L(254,7.2) =90+ 0.8 + 1.2 = 92.

Portanto,

E(25.4,7.2) ~ 92%

Questao 2(a)
Considere a fungao

fla,y) = z(z+y)*.

Deseja-se calcular

1:(0,2).

Como a fungao ¢ um produto entre z e (z + y)?, devemos utilizar a regra do produto.
Derivando em relacao a z,

fo=1-(z+y)+z-2(x+y)
Logo,
fo = (z +y)? 4+ 22(z + ).

Colocando o fator (z + y) em evidéncia,

fo=(z+y)(3z +y).

Agora substituimos o ponto solicitado:

f2(0,2) = (2)(2) = 4.

Portanto,

f:(0,2) =4

Questao 2(b)
Considere a equagao
v — -2 =4
Observe que z é uma funcao implicita de x e y. Portanto, para determinar

%
oz’



devemos derivar implicitamente toda a equagao em relacao a x.

Temos
0, 5 J, , 0, , 0
il _ _ = — —(922) =
(%) = (1) = 5-() — 5 (22)
Aplicando as regras de derivacao,
0z 0z
20 —0—2z2— —2— = 0.
* Z@x ox
Agrupando os termos que contém
0z
ox’
obtemos
0z
20 = (2 2)—.
x=(22+2) o
Finalmente,
0z «x
or 241

Questao 2(c)

Considere
P = vu? +v? 4+ w?,
onde
u = xeY, v =ye", w=e"Y

Deseja-se calcular

oP

or
no ponto

(z,y) = (0,2).

Observe que P depende das variaveis u, v e w, que por sua vez dependem de x e y.
Portanto, devemos utilizar a regra da cadeia.
Inicialmente escrevemos

P = (u® + v 4+ w2

Derivando em relacao a =,



1
P, = §(u2 + 02+ wz)_l/2 (2uu, + 2vv, + 2ww,) .
Simplificando,

Ul + VU, + ww,

R ET e
Vamos agora calcular os valores necessarios no ponto (0, 2).
Para u,

Py

u = zeY,
portanto,

u(0,2) =0-e* = 0.

Derivando em relacao a z,

Uy = €Y.
Assim,
u,(0,2) = €.
Para v,
v =ye”.
Logo,
v(0,2) = 2" = 2.
Derivando,
vy = yer.
Portanto,
v,(0,2) = 2.
Para w,
w=e"Y.
Logo,
w(0,2) = e’ = 1.
Derivando em relacao a =,
w, = ye.



Assim,

w,(0,2) = 2.

Substituindo todos os valores no numerador,

Uty + Vv, + ww, = 0(e?) +2(2) + 1(2) = 6.

O denominador é

Vu2 + 02 +w? = V02 +22 + 12 = /5.

Logo,
oP 6
—(0,2) = —
ax ( ’ ) \/g
Questao 3
O volume de um reservatorio cilindrico é dado por
V = mr’h.
No instante considerado,
r=2m, h =5m

Além disso,

% =1 cm/min = 0,01 m/min,
e

dh

= = 3 em/min = 0,03 m/min.

Como tanto o raio quanto a altura variam com o tempo, devemos derivar a expressao do
volume em relagao ao tempo.
Aplicando a regra do produto,

Logo,

v dr  dh
AR W R L
dt W( T dt)

Substituindo os valores fornecidos,

av

— =7 [2(2)(5)(0,01) + (2)°(0,03)] .
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Calculando cada parcela,

2(2)(5)(0,01) = 0, 20,

e
(2)%(0,03) = 0, 12.

Portanto,

av

i (0,20 + 0, 12).
Assim,

d

d_‘t/ = 0,327 m*/min
ou aproximadamente,

av

— =~ 1,005 m® /min.

dt

Isso significa que, naquele instante, o volume do reservatorio esta aumentando a uma taxa
de aproximadamente 1,005 m?® por minuto.

Questao 4

Considere a fungao

fla,y) = 2® + 2%,

Deseja-se determinar as curvas de nivel para

c=1, c=4, c=29,

e identificar a superficie associada.
As curvas de nivel sdo obtidas impondo

flz,y) =c.
Portanto,
2+ 2y* = c.
Curva de nivel para c=1
Substituindo ¢ = 1,
2+ 2% = 1.

Esta equacao representa uma elipse centrada na origem.
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Curva de nivel para c =4
Substituindo ¢ = 4,
22 4 2% = 4.

Obtém-se outra elipse centrada na origem, porém maior que a anterior.

Curva de nivel para c =9
Substituindo ¢ = 9,
2+ 2% = 0.

Novamente temos uma elipse centrada na origem, agora com dimensoes ainda maiores.
Portanto, as curvas de nivel sao uma familia de elipses concéntricas. A Figura 1 apresenta

as curvas de nivel obtidas.

Curvas de Nivel para f(x,y) = x? + 2y? (Questéo 4a)
4
3 3
1
R
iy _\K_i_
-2

Avaliagao: Calculo III - UNESP (2026)

Figura 1: Curvas de nivel da fungao f(z,y) = x* + 2y>.

Para identificar a superficie associada, escrevemos

z =%+ 297
Como os coeficientes dos termos quadraticos sao positivos, a superficie possui vértice na

origem e abre para cima.
A Figura 2 apresenta o grafico tridimensional da funcao.
com eixo principal coincidente com o eixo z.
As curvas de nivel observadas anteriormente correspondem as intersecoes desse parabo-

loide com planos horizontais z = c.



Superficie Associada a f(x,y) = x? + 2y? (Paraboloide Eliptico) (Questao 4b)

)
UNESP, Célculo III (2026)

Figura 2: Superficie z = 2 + 2y2.



